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4.4 Das universelle Koeffiziententheorem

Wiederholung
Fiir den néchsten Satz miissen wir uns zunéchst ein paar Begriffe ins Gedéchtnis rufen.

i) Eine kurze exakte Sequenz 0 — A —» B -5 C — 0 von R-Moduln heift
spaltend, falls eine Spaltung s : C — B (Homomorphismus) existiert, sodass
mos=tdc~B=ZA&C
Bsp: Die folgende exakte Sequenz 0 — Z 2.7 = 7)27 — 0 ist exakt, jedoch
7 27 & 1Z/)27, also nicht spaltend

Analog erkennt man, dass 0 — Z/27Z 2y Z]AZ — Z.J27 — 0 nicht spaltend sein
kann.

ii) Sei f: X — Y stetige Abbildung, so heifit f fiir den kommenden Fall natiirlich,
falls folgendes Diagramm kommutiert

0—— H)(X)® G — H,(X,G) —= Tor(H,_1(X),G) —=0
| -eide | |
0—H,(Y)®G——H,(Y,G) —=Tor(H,1(Y),G) —=0

Warnung: Es existiert keine natiirliche Spaltung dieser Sequenzen, z.B. fiir den Fall
P%(R) — S? ,Kollabieren des 1-Skellets von P?(R)“, diese Sequenz spaltet zwar, ist jedoch
nicht natiirlich! (siche weiter unten)

Nun koénnen wir folgendes Theorem formulieren:

Theorem (,,Universelles Koeffiziententheorem*)

Seien X ein topologischer Raum, G eine abelsche Gruppe

= es existieren natiirliche, spaltende, kurze exakte Sequenzen von abelschen Gruppen,
welche folgende Gestalt besitzen

i) Homologie: 0 — H,(X) ® G — H,(X,G) = Tor(Hy,—1(X),G) — 0

ii) Cohomologie: 0 — Ext(H,_1(X),G) = H?(X,G) - Hom(H,(X),G) = 0
Insbesondere gelten also:

1. Hy(X,G) = Hy(X)®G®Tor(Hy—1(X),G)

2. H?(X,G) = Hom(H,(X),G) ® Ext(H,—1(X),G)

Dieses Theorem folgt direkt aus einem allgemeineren abstrakten Satz iiber freie Ketten-
komplexe und der Tatsache, dass man jede abelsche Gruppe als Z- Modul auffassen kann:
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Theorem

Seien R HIR, (Cs, d,) Kettenkomplex iiber R mit C; freien R-Moduln, N R-Moduln
= J spaltende kurze exakte Sequenzen

0— H,(C;) ® N — H,(Co,N) = Tor(Hp,—1(C,), N) = 0

0 — Ext(H,_1(C,),N) = H?(C5,N) = Hom(H,(C,),N) = 0

Bemerkung (Zu Tor und Ext)

Sei R HIR, d.h. VI C R Ideal gilt: 3Ja € R: [ = (a) 2 R

Oder allgemeiner: N C F), F' freier R-Modul = N frei

Sei nun M ein R-Modul, so versteht man unter einer Prasentation von M eine k.e.S.
0 — F, - F; — M — 0, wobei Fy, I} freie R-Moduln sind.

Eine Wahl von Erzeugern m; € M, € I liefert stets eine surjektive Abbildung
Fo:=@ Re; » M

i€l €i—>my

Als Beispiel betrachten wir folgende Situation:
Sei Z/nZ ein Z-Modul, also R = Z, so liefert folgende k.e.S. eine Présentation von Z/nZ

0 (n) Z Z/nZ 0

"7 —> 70T —>0

Lemma .
Seien 0 — F} — Fy — M — 0 Priisentation von M , ¢ : M — M’ Homom., dann:

Z'l

0 — F| — Fj; — M’ — 0 Présentation von M’
i) o : Foy = Ff, 1 : Fi — F] Homom.: ggoi =10

ii) Seien @, p1 zwei weitere solcher Homom.
=Jda:Fy—= F 19— @po=7"oaund ¢ —p; =aoi

Wir erhalten also folgendes Diagramm

Der Beweis an des Lemmas bleibt dem Leser tiberlassen.



Bemerkung
,Das Tensorprodukt ist rechtsexakt®, d.h.

Sei R Ring, 0 - A — B -2 C' — 0 kurze exakte Sequenz von R-Moduln und N ein
weiterer R-Modul, dann ist die induzierte Sequenz

A@p N Z By N 229, 0 ®p N — 0 exakt

(Ist N frei, so gilt sogar 0 > A®g N RLNY ;! ®r N PN, C ®r N — 0 exakt)

Analog gilt ,Hom ist linksexakt“, kurz:

R Ring, 0 - A — B — C' — 0 exakt, N R-Modul

=0 — Homg(C,N) — Homgr(B,N) - Hompg(A, N) exakt

Definition (von Tor®(M, N) & Extgr(M, N))

Wihle zunichst eine Présentation 0 — F} — Fy — M — 0 von M
= N.B.:0— F} —» Fy — M — 0 exakt

definiere: o

Tor(M,N) = ker(F, ® N 2% F, @ N)

Es gilt coker(Fy ® N 2N By ® N)=M®gr N

0— Tor(M,N) = F; @ N 2% R @ N — M @ N — 0 exakt

Entsprechend definiert man Ext(M, N) := coker(Hom(Fy, N) — Hom(Fy, N))

Folglich erhdlt man also:

Bemerkung
i) 0 = Homg(M, N) — Hompg(Fy, N) = Homg(Fy,N) — Ext(M,N) — 0 ist exakt

ii) Tor und Ext sind wohldefiniert:
0 F—>F, M  Tor(M,N)—=F,®N—F,@N—=M®N

P #o L‘p ' ; P1®idy po®idn P®idy
\l ., \ \ Y Y
0 F| ——F} M Tor(M',N)—=F/@N —=F,@ N—= M ®@ N

Fiir alternative Wahl ¢g, ¢; da @ Fy — FY, sodass ¢g — g =i oa, 91 — 1 =aoi
= Die induzierte Abbildung Tor(M,N) — Tor(M’, N) ist unabhingig von der
Wahl von ¢.

Analoge Uberlequngen mache man sich fiir Ext., folglich kommutiert:

Hom(M,N)—— Hom(Fy, N) —— Hom(F,, N) —— Ext(M, N)
5 %cpa éw{ jw*

v v v
Hom(M,N') —— Hom(Fy, N') — Hom(F, N) — Ext(M, N’)



Beispiele
i) Der Funktor Tor: M = Z/27 = Tor(Z/27Z,N)

0— Z =5 Z — Z/2Z — 0 exakt

Z@ZN—>Z®ZN

N N

= Tor(Z/2Z, N) = ker(N == N) =, coker(N —= N) = Z,/27 ®z N
Ist nun auch N = 7Z/27Z
= Tor(Z/2Z,N) = Z./2Z und coker(N —= N) = Z/27 @y, 7./27. = 7./ 27
ii) Zu Tor(Z/nZ,N): 0 = Z -+ Z — Z/nZ — 0 exakt
Tor(Z/nZ,N) = ker(N - N), coker(N =+ N) = Z/nZ @z N
Sei nun auch N = Z/mZ
N = Z/mZ — Z/mZ = Z/mZ
= coker = Z/nZ ®z Z/mZ = Z/(n,m)Z = L/ ggT (n,m)Z
Tor(Z/mZ,Z/nZ) = ker(N — N) = Z/ggT (n,m) (Ubung!)
iii) Tor(Z/nZ,Q) =0 (Q = Q nur 0 auf 0), Z/nZ ®; Q = 0
iv) Ext(Q,Z) = R, dies liefert also eine algebraische Einfiihrung der reellen Zahlen

v) M ® N ist Kokern derselben Abbildung von der Tor(M, N) Kern ist!



